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Berechnung der Frequenzverschiebungen von isotopen CO-Molekiilkristallen
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(Z. Naturforschg. 21 a, 836—842 [1966] ; eingegangen am 10. Februar 1966)

The frequencies of the optically active lattice vibrations of carbon monoxide in the low tempera-
ture phase are calculated. The crystal structure is reported to be cubic with space group symmetry
Pa3 and with four molecules per unit cell. The infrared spectrum of solid carbon monoxide at
20 °K (2000—3000 cm~—1) given by Ewine and Pivexter is used. The molecular crystal is con-
sidered as an ensemble of harmonic oscillators, and the FG-matrix method of Wison is applied.
With the help of the F- and G-Matrices of a single unit cell, representing the interactions with
18 neighbouring unit cells too, 21 frequencies of the normal crystal and the isotopic crystals 13CO,
14CO, C70, C!80 are calculated. The frequencies of the translational and rotational lattice vibra-
tions contribute to a combination band in the observed region in accord with the expected half-
width. The calculated F- and G-matrix elements may be used for all diatomic molecular crystals

with space group symmetry Pa3.

Kohlenstoffmonoxyd kristallisiert in zwei allotro-
pen Modifikationen %3, Zur Kristallstruktur der
a-Phase — der Tieftemperatur-Phase — gehort die
Raumgruppe Pa3. Vier Molekiile befinden sich in
einer Elementarzelle. Die Schwerpunkte der Mole-
kiile liegen in den Gitterpunkten eines kubisch
flichenzentrierten Gitters. Bei hoheren Temperaturen
ist die f-Phase — hexagonal dichteste Packung —
stabil (Ubergangspunkt: 61,55 °K 4).

Abb. 1. Kristallstruktur des CO-Molekiilkristalls (a-Phase).

Wir berechnen die Frequenzen der optisch aktiven
(optisch aktiv: infrarot- oder Raman-aktiv) Normal-
schwingungen von Kohlenstoffmonoxyd in der a-
Phase. (Alle Elementarzellen schwingen in Phase.)
Hierfiir wird das von EwiNe und PiMeENTEL® im

1 L. Vecarp, Z. Phys. 58, 497 [1929]; 61, 185 [1930]; 79,
471 [1932] ; 88, 235 [1934].

2 M. Runemany, Z. Phys. 76, 368 [1932].

3 L. H. Borrz, M. E. Boyp, F. A. Mauver u. H. S. Priser, Acta
Cryst. 12, 247 [1959].

Bereich von 2000 — 3000 cm ™! bei 20 °K gemessene
Infrarot-Spektrum von festem Kohlenstoffmonoxyd
zugrunde gelegt. Wir betrachten den Molekiilkristall
als eine Gesamtheit harmonischer Oszillatoren in der
Annahme, daB bei 20°K alle die harmonische
Naherung storenden Effekte noch gering sind (wie
z. B. die anharmonische Kopplung zwischen inneren
Molekiilschwingungen und Gitterschwingungen).
Die Raumgruppe Pa3 kann als Erweiterung der
Translationsgruppe T durch die Tetraedergruppe J
aufgefallt werden. Die zu J isomorphe Faktorgruppe
Pa3/T beschreibt die Symmetrie der Elementarzelle.
Alle Molekiile besitzen die Cg-Lagegruppensym-
metrie. Die Tabelle 1 zeigt die linearen Beziehungen
zwischen den irreduziblen Darstellungen der Faktor-
gruppe, der Lagegruppe und der Molekiilgruppe.
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Tab. 1. Lage- und Faktorgruppenanalyse fiir den CO-Molekiil-
kristall (a-Phase).

Entsprechend der Lage- und Faktorgruppensym-
metrieanalyse & 78 fillt die CO-Streckschwingung
des CO-Molekiils in die irreduzible Darstellung A

4 J.0. Crayron u. W. F. Gravque, J. Am. Chem. Soc. 54, 2610
[1932].

5 G.E.Ewwxe u. G.C.Pmventer, J. Chem. Phys. 35, 925
[1961].
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(infrarot-aktiv) der Lagegruppe. In der Faktor-
gruppensymmetrie fallen die vier inneren Schwin-
gungsfreiheitsgrade der vier Molekiile einer Elemen-
tarzelle in die irreduziblen Darstellungen A und F
(infrarot-aktiv).

Die FG-Matrix-Methode

Bei der Berechnung der Frequenzen der optisch
aktiven Normalschwingungen des CO-Molekiilkri-
stalls wenden wir die FG-Matrix-Methode? an in
Anlehnung an eine Arbeit von SHimanoucHi, Tsusor
und Mivazawa 1% in der einatomige Kristalle mit
dieser Methode behandelt werden.

Die G- und die F-Matrix fir den CO-Molekiil-
kristall erscheinen als Wiederholungen von Unter-
matrizen endlicher Ordnung. Zur Berechnung der
Schwingungsfrequenzen werden diese Untermatrizen
mit einem geeigneten Satz von Phasenfaktoren multi-
pliziert und addiert. Die G-(F-)Matrix fiir die
optisch aktiven Grundschwingungen (alle Phasen-
faktoren sind gleich Eins) erhidlt man, indem man
die G-(F-Matrix) fiir eine Elementarzelle zu der
Summe aller G-(F-)Matrizen addiert, welche die
Wechselwirkung zwischen der betreffenden Elemen-
tarzelle und den benachbarten darstellen. Kennzeich-
net man eine Elementarzelle durch das Indextripel
(Z, j, k) und den dazugehorigen Vektor der inneren
Koordinaten durch R;j;, so ist der Vektor der-
jenigen inneren Koordinaten, welche zu den optisch
aktiven Normalschwingungen gehéren, durch

Rop=m2Rijk (1)
ijk

gegeben. I ist ein Normierungsfaktor. Mit diesem
Vektor konstruiert man die Matrizen

Gow=2 Gur.s1¥ 5 (2)
ik
Fop =_Z Fijk,vix » (3)
O
=i, i+1, 112
j,=]’ jil, jiz;
E=FEk, kxl, Ekx2.

Die Matrizen Cijk, ik und F,'jk, K sind Unter-
matrizen der G- und F-Matrizen des Gesamtkristalls
beziiglich der Vektoren R;j; und Ryjy .

6 R.S. Havrorp, J. Chem. Phys. 14, 8 [1946].

7 F. Hornig, J. Chem. Phys. 16, 1063 [1948].

8 H. Winston u. R. S. Havrorp, J. Chem. Phys. 17, 607
[1949].
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Die G,p-Matrix fiir den CO-Molekiilkristall setzen
wir in Cartesischen Verschiebungskoordinaten X,
an:

Xop=N > Xijpc . (4)
ijk

Wir legen in die Gleichgewichtslage jedes Atoms den
Anfangspunkt eines rechtwinkligen Cartesischen Ko-
ordinatensystems, dessen Achsen parallel zu den
Kanten des Elementarkubus verlaufen. Die mit Hilfe
von X, aufgestellte G-Matrix G, ist diagonal und
enthilt die reziproken Massen der C- und O-Atome.
Sie ist vom Grad 24 und stimmt mit der Matrix
Gik,ijr iiberein: ’

Gy =Gl e (5)

Die F,p-Matrix wird in inneren Koordinaten ange-
setzt. Der Vektor R;j; einer Elementarzelle (i, j, k)
enhdlt 88 Komponenten (Abb.2): 4i,,..., 4],
(Abstandsanderungen zwischen den beiden Atomen
eines Molekiils innerhalb der Elementarzelle (z, j, k) ) ;
Ary, Ary, Arg, Ary, Ary’, Ary (Abstandsinderun-
gen zwischen den C-Atomen zweier Molekiile inner-
halb der Elementarzelle (i,j,k)); 4s;, Asy, Asg,
As), Asy’, Asy’ (entsprechende Abstandsinderungen
zwischen den O-Atomen) ; Ary, Arg, ..., Aryy, Ary,
Ary, ..., Ary (Abstandsinderungen zwischen dem
C-Atom eines Molekiils der Elementarzelle (i, j, k)
und dem C-Atom eines Molekiils innerhalb einer
der 18 benachbarten Elementarzellen, deren Wechsel-
wirkungen mit der Elementarzelle (7, j, k) bertick-
sichtigt werden); ds,, Ass,..., Assy, Asy’, Asg'y. ..,

Abb. 2. CO-Molekiilkristall (a-Phase): Elementarzelle (i, j, k)
mit 6 benachbarten Elementarzellen.

9 E. B. WiLson, jr., J. C. Decius u. P. C. Cross, Molecular
Vibrations, McGraw-Hill Book Co., New York 1955.

10 T, Smimanoucui, M. Tsusor u. T. Mivazawa, J. Chem. Phys.
35, 1597 [1961].
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Asy,” (entsprechende Abstandsinderungen zwischen
den O-Atomen). Die letzten 4 x 18 inneren Koordi-
naten beziehen sich auf Abstandsinderungen zwi-
schen Molekiilen, deren Gleichgewichtsabstinde klei-
ner sind als die Kantenlinge des Elementarkubus
(d =5,64 A11), Allen inneren Koordinaten Ar,(¢=1,
2,...,21) liegt derselbe Gleichgewichtsabstand zu-
grunde, ebenso allen inneren Koordinaten 4r,’, As;,
As/. Abb.2 deutet 6 der betrachteten 18, zur Ele-
mentarzelle (i, j, k) benachbarten Elementarzellen
an. (Die Basisvektoren der Elementarzellen sind
nicht eingezeichnet worden.) In diesen Zellen sind
nur die CO-Molekiile zu sehen, deren Abstands-
dnderungen gegeniiber den Molekiilen der Elemen-
tarzelle (i, j, k) Beriicksichtigung finden. Die iibrigen
12 Elementarzellen mit den zu beriicksichtigenden
Molekiilen erhélt man durch Drehung des Kristalls
um 120°, bzw. 240° um die verlingerte Molekiil-
achse des Molekiils (1).

Im Zusammenhang mit den verwendeten inneren
Koordinaten werden fiinf verschiedene Kraftkon-
stanten eingefithrt, namlich f;, f,, f, fs.fs . Dieses
Kraftfeld ist mit den Symmetrieoperationen der
Raumgruppe vertraglich.

Von der F,)-Matrix in inneren Koordinaten Fj,
(Grad 88) gelangt man zu der F,,-Matrix in Carte-
sischen Koordinaten F§, (Grad 24) durch die Trans-

formation
ng - ng Fci)p Bop . (6)
Die Matrix B,, fiihrt den Vektor X,, in den Vektor

R, tiber:

Rop=Bop Xop- (7)
Rp=N2 Rip=N 2 (3 Biw,v7x Xeyw)
ijk ijk U7k’
=N 2> (2 B, erw Xeyw).  (8)
0

Die Untermatrix Bijx, 7% stellt die Verbindung her
zwischen dem Vektor R;;; der Elementarzelle (7, j, k)
und dem Vektor der Cartesischen Verschiebungs-
koordinaten X;;; der Elementarzelle (7', j, k). Da
alle Elementarzellen in Phase schwingen, kann man
schreiben

Rop = (2 Biji, ¢5%) Xop » 9)
ik
By =2 Biji,iix = 2Bijk, ik - (10)
ik T

11 J. D. H. Doxnay u. W. Nowackr, Crystal Data, Geological
Society of America, New York 1954.
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Die Elemente der Matrizen Bij;, i sind durch
die Geometrie des CO-Molekiilkristalls bestimmt®
[{(C—0)=1,128 A2, Gitterkonstante d = 5,64 A11],
Fafit man die drei zu dem Atom a gehorigen Carte-
sischen Verschiebungskoordinaten zu einem Vektor
0a« zusammen und ebenso die drei entsprechenden
Koeffizienten b, % zu einem Vektor st ?, so gilt
fiir die innere Koordinate Ar;

Ar,: Zsla'lga- (11)
Als Vektoren st treten im Zusammenhang mit den
verwendeten inneren Koordinaten nur Einheitsvek-
toren auf, die entweder in den Molekiilachsen liegen
oder in den geradlinigen Verbindungslinien der in
ihrer Gleichgewichtslage befindlichen Atome zweier
Molekiile. Sie sind so gerichtet, da3 eine Verschie-
bung eines Atoms aus der Gleichgewichtslage ein
maximales Anwachsen der betrachteten Abstands-
anderung hervorruft. (z.B.:

St =S4rluum = —S4r2asun » Abb.2).

Man erhalt also die Matrix B,,, indem man zur
Matrix Bijk, ik 18 Matrizen Biik, ik addiert.

Die Matrizen GS, und F§, zerlegen wir mit Hilfe
von Symmetriekoordinaten, die speziell auf die Lage-
gruppe C; des Molekiils (1) der Elementarzelle
(i, j, k) zugeschnitten sind, in 3 Matrizen des Gra-
des8. Diese Matrizen sind den irreduziblen Dar-
stellungen A und E der Gruppe C; zugeordnet.
Axa, Aya, Aza (a=1, 2, 3, 4) seien die Cartesischen
Verschiebungskoordinaten fiir die C-Atome der vier
Molekiile der Zelle (i,j,k), und Adua, Ava, Awe
seien die entsprechenden Koordinaten der O-Atome.
Die Symmetriekoordinaten sind als Linearkombi-
nationen dieser Koordinaten aufgebaut.

A: Si= Vi?’ (dzy + Ay, + 4z),
Su= 5 (dey+ Az + dyy),
Si= )y (zy+ Az + dyy),
.- ;3 (Azy + Azg + Ays) .

E: Su=|/3 (o My, — 34z,
Son, = T}E (dyy — 4zy),

12 G, HerzBERrG, Spectra of Diatomic Molecules, McGraw-Hill
Book Co. Inc., New York 1950.



FREQUENZVERSCHIEBUNGEN VON ISOTOPEN CO-MOLEKULKRISTALLEN

Si1a= Vg (Azg — 3423 — %A.’h),

Sip= % (dyy—4z),

2
Siea= |5 (das— 3z~ 3dys),
Sion = T}? (dyz—4zy),

Sia= |5 (dz— 1z~ 1yy),
Sizp = T% (dys — 4zs).

Die iibrigen 12 Symmetriekoordinaten S,, Sg, S;,
Sgs Si0a> Stobs S1aas S1abs Sysas Sisvs Sieas Steb
setzen sich in derselben Art aus den Koordinaten
Aua , Ava, Awa zusammen.

Die Zeilen-(Spalten-) Summen der F§-Matrizen
FSaund F§,s des Grades 8 sind gleich Null. Durch
eine Ahnlichkeitstransformation mit der orthogona-
len Matrix U (12) werden die Fop Matrizen und die
GSy-Matrizen in Matrizen des Grades 7 iibergefiihrt.
Die Matrizen GS, FS;, des Grades 7 besitzen von Null
verschiedene charakteristische Wurzeln, die den Fre-
quenzen der optisch aktiven Normalschwingungen
der 21 optischen Zweige entsprechen.

1 1 1 1
Vn 4 yn o 2
n—1 1 S ..vl,_v
V(n-l)n T Ve—m T V(n—1)n
V‘g - B . I S
1~ Vea@D T T YE-2e-D|
) f
- |
(| (SR —
N o o )i —vemree |
n=28 (12)

Im Anhang werden die Matrixelemente der Matrizen
FSa, FSg und GC(Go=Gg) angegeben. Diese
Matrixelemente konnen fiir alle Molekiilkristalle aus
zweiatomigen Molekiilen mit der Raumgruppe Pa3
benutzt werden (z. B. CO, N, , NO).

Die berechneten Frequenzen

Mit den beiden Kraftkonstantensitzen I und II
(Tab.2) werden je 21 Frequenzen berechnet
(Tab. 3). Die den Frequenzen »;, v, vg, ¥, ent-
sprechenden Normalschwingungen sind hauptséchlich
dem Molekiil (1) zuzuordnen. Darauf deuten das an-
nahernde Zerfallen der F- und G-Matrizen in Matri-
zen zweiten und fiinften Grades und die Sonderstel-
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@ I 3 I
f | 18,4638 18, 4638
fr ‘ 0,005 0,004
I ‘ 0,005 0,004
fs 0,005 0,004
I 0,005 0,004 ‘
Tab. 2. Kraftkonstanten fiir den CO-Molekiilkristall (a-Phase)
in mdyn/A.
oy | | i ; 1I
A | » | 2138978 2138,802
| va | 70,186 | 62,776
| g 2139,215 2138,992
4 81,980 ‘ 72,506
vs 76,419 | 70,598
ve 68,441 | 56,876
v | 42,469 | 39,491
E » | 80780 l 72,285
vy | 65571 | 58,606
vio | 1514,234 1513,760
v | 1512,466 1512,346
V12 85,372 76,341
13 67,375 60,355
| v1a 60,377 53,927

Tab. 3. Berechnete Frequenzen der optisch aktiven Normal-
schwingungen des CO-Molekiilkristalls (a-Phase) in cm™.

lung des Molekiils (1) gegeniiber den iibrigen drei
Molekiilen der Elementarzelle hin.

Durch die Normalschwingungen (v3), (¥19), (¥11)
werden vor allem die verschiedenen Wege der Kopp-
lung zwischen den inneren Molekiilschwingungen
der Molekiile (2), (3), (4) verkorpert, die unter
der Faktorgruppensymmetrie zur irreduziblen Dar-
stellung F gehoren. Die Frequenz v; gehort zu einer
Normalschwingung, in der die Molekiile (2), (3),
(4) symmetrisch zur verldngerten Molekiilachse des
Molekiils (1) je eine CO-Streckschwingung aus-

838- | fest fest fest ‘
formig | 1,0b.5 |berechnet  berechnet | Zuordnung
beob. | "1p) I I
(IR)
1 | 2 | 4 3 | 5
2222
2208... »(12C160)
+ v
2197 (ry =
2182 40 cm™1)
2143,3 2138,1 | 2139,215 | 2138,992 | »(12C160
2116,3 | 2112,3 | 2111,971 | 2111,748 | »(12C170
2096,1 2092,2 | 2091,513 | 2091,298 | »(13C160)
2092,1 ' 2088,4 ‘ 2087,567 | 2087,343 | »(12C180)

Tab. 4. Beobachtete und berechnete Frequenzen fiir den CO-
Molekiilkristall (a-Phase) in cm™.
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fithren, und entspricht der von EwiNe und PiMENTEL
gemessenen Frequenz der infrarot-aktiven inneren

Molekiilschwingung (Tab. 4).

Die vier Wege der Kopplung der vier inneren
Molekiilschwingungen lassen sich in Ubereinstim-
mung mit den irreduziblen Darstellungen der spe-
ziellen Lagegruppe des Molekiils (1) durch die an-
gendherten Normalkoordinaten

A S,=A1,
Ss= 5 (Al Aly+ A1)
= 1
E: S(m, 118~ ]76 (2 A12 = Als == Al4) H

< 1
Sao, =5 (Als—4ly)

darstellen. Unter den beziiglich der verldngerten
Molekiilachse des Molekiils (1) antisymmetrischen
Normalschwingungen (S(19, 112> Sc10,1pp) fiihren
die Molekiile (2), (3), (4) innere CO-Streckschwin-
gungen aus, die entweder durch die Abstandsénde-
rungen zwischen den C-Atomen verschiedener Mole-
kiile beeinflult werden oder durch die Abstands-
anderungen zwischen den O-Atomen.

Die breite Bande mit dem Zentrum bei 2208 cm™!
(Tab. 4) wird von Ewiné und PiMenTEL auf die
Kombinationen zwischen inneren Molekiilschwingun-
gen und Translations- und Rotations-Gitterschwin-
gungen zuriickgefithrt. Die Kraftkonstantensitze I,
IT sind so gewdhlt worden, dal eine moglichst gute
Ubereinstimmung zwischen den beobachteten und
berechneten Frequenzen der inneren Molekiilschwin-
gungen (v3) erreicht wird und die Frequenzen der
Translations- und Rotations-Gitterschwingungen zu
einer Kombinationsbande in dem beobachteten Be-
reich mit der gemessenen Bandenbreite beitragen.
In der Faktorgruppennaherung treten 20 dreifach
entartete infrarot-aktive Kombinationsschwingungen
(F) auf. Die groe Anzahl der betrachteten Ab-
standsdnderungen und die Beriicksichtigung der
Molekiilgestalt der Partikeln berechtigen zu der
Annahme, daf} in unserer Rechnung sowohl die
(gehemmten) Translationen als auch die (gehemm-
ten) Rotationen der Molekiile erfalt worden sind.

Die beiden Kraftkonstanten- und Frequenzsitze
zeigen den EinfluB der Anderung der Kraftkonstan-
ten f,, f, fs, fs auf die Frequenzen.

Ewine und PiMenTeL berechnen die Frequenzen
der Translationsschwingungen der Elementarzelle
niherungsweise unabhingig von den Rotations-

H. JOHANSEN

schwingungen, indem sie die Masse der CO-Molekiile
in den Gitterpunkten konzentrieren. Die Rotations-
schwingungen werden in der Lagegruppenniherung
als zweifach entartete harmonische Torsionsschwin-
gungen behandelt. Da in unserer Rechnung die (ge-
hemmten) Translationen und (gehemmten) Rota-
tionen der Molekiile zusammen betrachtet werden
und alle berechneten Frequenzen zu Frequenzen von
Kombinationsschwingungen in dem beobachteten
Bereich beitragen, wird damit die von Ewine und
PiMeNTEL angegebene Deutung der breiten Kom-
binationsbande (¥,=2208 cm™!) bestitigt.

Die Tab. 5 zeigt die mit dem Kraftkonstantensatz I
berechneten Frequenzen von festem Kohlenstoffmon-
oxyd 13CO, CO, C'70 und C'80 in der a-Phase.
An Hand der berechneten Frequenzverschiebungen

I | 13CO | 14CO CI7O 0180
A | ? 1

vi | 2091.293 2049,696 2111,727 | 2087,316
vs 68,875 67,664 69,044 | 67,976
va | 2091,513 2049900 ' 2111,971 | 2087,567
va 78399 | 76779 81653 81,49
vs 74,123 | 71925 72,141 | 69,503
ve 68,213 68,010 [68,135 67,854
;}7 41,627 | 40,799 41,819 41,340
vg 78,252 | 76,056 80,524 | 80,316
vg 64,919 64,323 64,378 | 62,481
vio | 1480464 | 1451,008 | 1494955 1477688
vy | 1478748 1449333 | 1493,197 | 1475,935
12 83,774 | 82,326 84,001 = 82,742
vis | 65008 62874 67165 66,934
via | 60191 59,998 58662 57,006

Tab. 5. Berechnete Frequenzen der optisch aktiven Normal-
schwingungen des CO-Molekiilkristalls in cm™ fiir 13C, 14C,
170, 180,

erkennt man, dafl an einigen Gitterschwingungen
die C-Atome und an anderen die O-Atome stirker
beteiligt sind. Die Tab.4 zeigt die gute Uberein-
stimmung zwischen den gemessenen und berechneten
Frequenzen der inneren CO-Molekiilschwingungen
(v3) fiir den gewohnlichen Kristall und die isotopen-
substituierten Kristalle 13CO, C170, C180.

Anhang

F- und G-Matrixelemente
fiir zweiatomige Molekiilkristalle
mit der Raumgruppe Pa3

In die Matrizen F$ und F$ gehen die Vektoren
sta (11) ein, welche die Verbindung zwischen den
Cartesischen Verschiebungskoordinaten und den inne-
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N
ren Koordinaten herstellen. Alle zu den inneren
Koordinaten 4r, 4s, Ar’, As’ und Al gehérenden sta-
Vektoren gehen aus den Vektoren

Sdrg' VG, o S48 Lasm

und s4114,;,, (Abb.2) durch Permutation der Kom-
ponenten hervor und durch Anderung der Vor-
zeichen der Komponenten. Die F-Matrizen lassen
sich allein durch die Produkte aus den Komponenten
dieser fiinf Vektoren ausdriicken. Einige sich in den
F-Matrixelementen wiederholende Linearkombina-
tionen aus diesen Produkten sind noch einmal zu-

Sdralagm 2 Sdsalagme o

sammengefaBt worden (4,,B;, ..., Fy).
Sta (CO)
Arg | o1 = —0,77392 | 03 = —0,16159 | o3 = 0,61233
Asg | 11 = —0,61832 | 79 = +0,15264 | 73 = 0,77096
Ar, |0, = 057986 | o, = —0,20788 | o) = 0,78775
As, |7, = 076159 |7, = 0,12586 | v; = 0,63572
A a=1y3 | &=1y3 | &=1/)3
Tab. 6. Komponenten der Vektoren
SArg Vg, s SASalgm 5 SArg Vs, 5 SAs4' 1G5,

fiir den CO-Molekiilkristall (a-Phase).

Ary Ary | Asy 1 Asy
;

oi=a o2=g | T=m ‘ 72=3s

oi=b o2 = d=n | 2=t

O’;ZO 0’;‘221' ‘[3:—0 ! r§2=u
o102 =d 010, =] | T2 =29 } T, =v
0103 =e } o0 =k TT3=q | 7T =w
o203 = | i 0,03 =1 ! TeT3 =1 { TyTy =%

‘

Tab. 7. Abkiirzungen fiir die Quadrate und gemischten Pro-
dukte der in Tab. 6 aufgefiihrten Komponenten.

Abkiirzungen fiir einige sich in den F-Matrixelemen-
ten wiederholende Linearkombinationen der in Tab. 7
aufgefiihrten Produkte:

Ay=3+6d+2e+2f,
B,=4+8j,
C,=3-18a—-12d—4e+2f,
Di=4-24g-16j,
E,=—-12b+3c—12d+e-3f,
Fi=—-16h+4i-16j,

B2=4‘_4'j’
C;=3—-18a+6d+2e—f,
Dy=4—-24g+8j,
Ey=—-12b+3c+6d—% e+ 3f,
Fo=—16h+4i+87j,
Gy=—3c+te+if,
H,=—4i.

A =3+6p+2g+2r,
B,/ =4+8v,
C/=3-9m—-3p—q+2r,
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D/ =4-125—4v,
'=—3n+30-3p+gq,
—4t+4u—4v,

o
I

A2’=3_3p_q'—r9

By =4—-4v,
Cy=3-9m+$p+iq—r,
Dy =4—-12s5+2v,
Ey=—-3n+30+3p—13gq,
=—4t+4u+2v,

F§

fu= @) [fr A1 +1' By+ 1],
f12=(2/7V3) [fr A1+ By —6 fi] ,
fis= (2/1/195) [frCi+// D4l ,
fa= 2/V70) [} E;+ 1/ F4] ,
fi5=(6/V42) [fr Gy +f, Hy] ,
f16=f17=0’ N . "
foo=(1/42) [fr Ay +f/ BJ] +&[fs Ay +fs By1+% fi,
fos= (1/6Vﬂ[fr Ci+f/ Dy+7{fs A/ +fs B)],
foa= (1/21/21_0) [frEq+f7 F1+7{fs Ay + 1 By )1,
fas= (1/2V14) [}, Gy + f Hy+ 3{fs A +f5 B{)],
fee= (7/6V7T) [fs €'+ /5 D{1,
for=(7/2V21) [fs E{ +fs Fy],
fas= (1/30) [f,(147—-72a—30d—10e+2§)
+f,'f(112—12 8—40j+721) +fs Ay +fs B,]
+%f1,
faa= (1/101/6) [fr(12—12a—105 c+180d—5 e —3 )
+1/(2-2g—T0i+170 j+30 k—181)
+fs Ay +fs B/ +12f1] ,
fas= (1/6V10) [fr(—72b—9c—T72d+15 e—3f)
1/ (—54h—12i—54j—18 k—181)
+fs A1i+fs’Bll—4fl] )
fae= (1/6V5) [fsC{+f Dy —4 11,
fsr=(1/2V15) [fsEy ' +fs F{'—4 11,
faa= (1/20) [f,(67+33a—15b+40d—8 )
+/ (15—8h—23i+30j—40k—81)
+fs Al;‘f‘fs’Bll]‘i‘%fl,
fas= (1/4V15) [f(—9—-51a—3b—72d+12§)
+f(—9-36g—3i—54j+12k+12))
+fs Ay +f' B —4 /1],
fae= (1/2V3£) [/sCy'+fs D,/ —4fq],
far=(Q1/2V10) [fsE{ +fs F{'—4f], '
fss=B/4) [f,(3+a+b+84d) +f (3+i+6j)]
+ (112) [fs A/ +fs BS1+% f1,
fse= (1/61/2) [f/sC/+f Dy + %1,
fsa=Q/2V6) [fsEy +f5 F{ '+ $f1,
fee=(1/6)[1s(39—-2Tm—12p—4q+27)
+fs (31—155—160+182)]1 +% f1,
fer=Q1/2V3)[/s(9n—90+30p—2¢q)
+f(5t—5u+26v+6w)+4%fi],
frr=(1/2) [fs(T+9m+16p—27)
+f (T+5s+12v—4w—22)+3f] .

c
Fy

fi=(8/7) [fr As+f Bs] ,
fi2=(2/7V3) [fr A2+ Bs] .
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Die Elemente fi3, f14, f155 f16s f175 fo2s foss fous fos5
fo¢ und fy; der Matrix Fg erhdlt man aus den entspre-

chenden Elementen der Matrix Fs, wenn man in die-
sen die Linearkombinationen 4;, B,,...,F," durch
die Linearkombinationen 45, Bs,...,F, ersetzt.

fas= (1/30) [/, (147 =72 a+15 d+5 e—f)
+fr’/(112—12 g+20j—'36 l) +fs A2,+f3, B2I]
+35J1,

fsa= (1/10Y/6) [/r(12—~12a—105 c—90 d+ie+1 )
+1/(2-2g—70i—85 j—15k+91)
+fsds +fs By =3 f,

f35—(1/6]/10)[fr( 72b—9c+36d— Ye
+/ (=54h—12i4+27j+9Kk+91)
+fsA2i+fs'Bz'+5fl] s

fso=(1/6V/5) [fs Co'+fs' Dy’ —4f1] ,

fsr= (1/2V15) [fsEs +1s Fy' +2fi],

fua= (1/20) [f(67 +33 a—15 b—20 d+4 )
+f (75 8h—23i—15j+20k+41)
+fsA2 +fs Bz +7fl] ’

—-(1/4]/15) [fr(—=9—-51a—3b+36d—6})
+1/(=9—36g—3i+27j—6k—61)
+fsAg_+fs By +5 1],

fis= (1/2V/30) [fs Co' +f5 D21+%fl] ,

far=(1/2V/10) [fs Ey' +fs Fy — 4 1],

= GI9 [ B 40t b—4d) 11, (8 +i-31)]
+ 15[fs 45’ + 15 Be'1+355 fi,

fs6= (1/6V2) [fs Cz""f.s;’ D{-l-%fl] ’

fsz=(12VO)[}s Es' + [ Fs'+ & fil ,

fes=(1/6) [fs(39—2Tm+6p+2q—r)
+/(31—-15s+8v—92) +%fl],

—(1/2V3)[fs(9n 90—-15p+q)
+f(5t—5u—13v—-3w) —3f1],

+4

BERICHTIGUNG

1= (1/2) [fs(T+9m—8p+r)
+fs (T+5s—6v+2w+z)+5f1].

GC(GS =6%)

&1 = (1/14) (13 uc+uo),
g12= (3/28Y/3) (uc— o),
813= (3/4'1/1_05) (10— p0)
g14= (3/41/70) (uo—puc),
815= (3/41/42) (10— puc),
816=817=0,

822 = (1/14) (.UC+ 13 uo),
823 = (3/6V@ (10— pc),
g24= (3/2)/210) (uo— pc),
825 = (1/6V14) (10— pc),
826=82:=0,

833 = (1/10) (9 uc+ o),
834= (3/10@) (o —puc),
&35 = (1/21/10) (1o — o),
836 =837=0,

4= (1/20) (17 Uc+3 po),
&is= (3/41/15) (10— pc),
8a6=847=0

g5 = (1/4) (3 o+ o),

856 =857=

gss=g77=ﬁ‘0 s

867=0.

-
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The second equation on page 950 should be
1
i

/D= (1

fr—1B

(1+£8) (t7—1tB)

and the values of D’/D, a, and —Q¥* for RbNOj; in Table 1 and of (D’/D)s;, s7 in Table 2
should be divided by 3.60. The isotope fraction 41K/3*K is 0.0713.



